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Zur Beschreibung und Analyse
unscharfer Daten

Reinhard Viertl

Technische Universitit Wien

1 Einleitung

Das Resultat einer Messung einer kontinuierlichen Groge ist. keine exakte
Zahl, sondern mehr oder weniger unscharf. Diese Unschirfe ist verschieden
von Fehlern und kann mittels einer sogenannten unscharfen Zahl (fuzzy num-
ber) beschrieben werden. Im Folgenden werden unscharfe Zahlen mathema-
tisch prézisiert und die Verallgemeinerung spezieller Verkniipfungen reeller
Zahlen auf den Fall unscharfer Zahlen dargestellt.

2 Unscharfe Zahlen

Eine exakte Zahl 2y € R ist in eineindeutiger Weise durch die Indikatorfunk-
tion I{z,)(-), also eine reelle Funktion, deren Funktionswerte folgendermagen
definiert sind,
_J 1 fir z=u1x
Tzo)(2) = { 0 flir z # g,
bestimmt. In analoger Weise ist die Indikatorfunktion I1a.5)(+) eines Intervalles
[a,b] durch ihre Funktionswerte folgendermaBen bestimmt

_ ) 1 fiir z&la,b
I p(z) = { 0 fir z¢&a,b].

Allgemein ist die Indikatorfunktion I4(-) einer nichtleeren Teilmenge 4 C R
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Abbildung 1: Beispiele charakterisierender Funktionen
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folgendermafen durch ihre Funktionswerte definiert

L) = 1 fir €4
A= 0 fir € R\A.
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Es war die Idee von L.A. Zadeh, Mengen, die nicht scharf abgegrenzt sind,
durch eine Verallgemeinerung von Indikatorfunktionen zu beschreiben. Da-
bei sind als Funktionswerte auch Zahlen zwischen 0 und 1 zuldssig. Die
so entstehenden Funktionen werden Zugehdirigkeitsfunktionen genannt. Eine
Zugehdrigkeitsfunktion u(-) einer unscharfen Teilmenge A" einer gegebenen
Menge M ist eine Funktion

g M —[0,1].
Unscharfe Zahlen z* sind spezielle unscharfe Teilmengen der Menge IR der

reellen Zahlen, fiir deren Zugehorigkeitsfunktionen &( ) folgendes gefordert
wird:

(1) 3zo € R: &(z9) =1

(2) Yo € (0,1] ist der sogenannte a-Schnitt Ca(z*) = {z € R: £(z) > o)
ein abgeschlossenes und beschranktes Intervall [aq, ba)-

Solche Zugehorigkeitsfunktionen, welche obige Bedingungen (1) und (2) erfiillen,

nennt man charekterisierende Funktionen.

Bemerkung : Eine unscharfe Zahl z* ist durch ihre charakterisierende Funk-
tion bestimmt.

Beispiele von charakterisierenden Funktionen unscharfer Zahlen sind in Ab-
bildung 1 dargestellt.

Ein wesentliches Problem ist die Frage, wie man die charakterisierende Funk-
tion einer unscharfen Messung erhilt. Dies ist vom konkreten MeBvorgang
abhéngig. Ein Beispiel ist die Beobachtung des Wasserstandes eines Flusses
zu einer bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort. Dazu dient eine Me$-
latte, die verschieden na8 ist. Man kann hier die Feuchtigkeitsintensitat w(h)
der MeBlatte heranziehen. (vgl. Abb. 2, oberes Diagramm).

Um die charakterisierende Funktion £(h) der unscharfen Hohe A des Was-
serstandes zu erhalten, differenziert man die Funktion w(h), multipliziert
das Resultat w'(h) mit (~1) und dividiert diese Funktion —~w'(h) durch ihr
Maximum und erhilt so die charakterisierende Funktion des unscharfen Was-
serstandes, symbolisch geschrieben

—w'(h)

fir heR.
hxrfr.l’??hz {*-U) <h)}

§(h) =




- 166 -

Abbildung 2: Charakterisierende Funktion eines unscharfen Wasserstandes
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Fiir zweidimensionale Gréflen, wie z. B. die Lage eines Punktes auf einem Ra-
darschirm, benétigt man das Konzept eines unscharfen Vektors £*.Unscharfe
Vektoren sind durch zugehérige vektorcharakterisierende Funktionen &g.(:,-)
beschrieben. Dies sind Funktionen von 2 reellen Variablen z und y mit Wer-
ten im Intervall [0, 1], die folgende Eigenschaften erfiillen:

(v1) 3(zo, o) € R*: &(z0,70) = 1

(v2) Ve € (0, 1] ist der sogenannte Schnitt
Calz*) = {(a;,y) € R®: & (z,y) a} eine abgeschlossene, beschrank-
te und sternférmige Teilmenge des IR®.

Beispiel: Um die verktorcharakterisierende Funktion &(, ) eines unscharfen
Lagevektors aus einem Lichtpunkt zu erhalten, kann man die Helligkeitsin-
tensitit h(z,y) heranziehen. Die Funktionswerte £(z,y) von £(+, -) erhélt man

durch
h(z,y)

max _h(z,y)
(z.y)e.ﬂz2

£(z,y) = vV (z,y) € R

Bemerkung: Im Hinblick auf n-dimensionale unscharfe Gréfen ist folgende
Bezeichnungsweise niitzlich:

z=(z,y) € R

allgemein
2= (21, %) € K"

3 TUnscharfe Funktionen

Bei der Beschreibung von Zeitverldufen von Messungen benétigt man das
Konzept von Funktionen mit unscharfen Funktionswerten. In Verallgemei-
nerung von reellen Funktionen y(z) wird jedem z € R eine unscharfe Zahl
y*(z) zugeordnet. Eine unscharfe reelle Funktion y*(-) ist also durch eine
Familie unscharfer Funktionswerte y*(z) mit entsprechenden charakterisie-
renden Funktionen v;(-) bestimmt:

(v°(@)s = € [a,b])

Zur grafischen Darstellung unscharfer Funktionen dienen die sogenannten a-
Niveaukurven J,(-) baw. y_(-), welche die jeweiligen Enden der a-Schnitte
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[ y (z), ya(z)] der unscharfen Funktionswerte y"(z) verbindet. Fiir prakti-

sche Darstellungen werden einige a-Werte (z. B. 5 solche) herangezogen. Ein
Beispiel ist in Abb. 3 dargestelit.

Abbildung 3: a-Niveaukurven einer unscharfen Funktion

Ein wichtiges Beispiel unscharfer Funktionen sind Zeitverldufe von Schad-
stoffkonzentrationen in verschiedenen Medien.

Will man daraus Gesamtschadstoffmengen ermitteln, hat man das Problem
der Integration von unscharfen Funktionen, d. h.

t2
/ y*(t)dt.
1y

Methoden dazu existieren und ein Literaturhinweis ist [6]. Dabei werden o~
Niveaukurven verwendet, von denen vorausgesetzt wird, daB sie klassische
integrierbare Funktionen sind.
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4 Funktionen von unscharfen Argumenten

Bei der Analyse unscharfer Daten treten Funktionen von unscharfen Argu-
menten auf. Daher ist eine Verallgemeinerung klassischer, reeller Funktionen
f(-) auf den Fall unscharfer Argumentwerte z* notwendig.

Im Fall einer reellen Variablen z ist eine Unschirfe von z* durch eine charak-
terisierende Funktion () gegeben. Der Funktionswert f(z*) wird auch eine
unscharfe Gréfle y*, deren charakterisierende Funktion v(:) mittels des so-
genannten Fortsetzungsprinzips von L.A. Zadeh gegeben ist. Dieses definiert
die Zugehorigkeitsfunktion (:) folgendermaflen:

_ [ sup{é(z): flz) =y} falls  fH({y}) #0
lﬂ(y) - { 0 v falls f——l({z}) =0 } Yye R

Bemerkung: Die Funktion ¥(-) ist eine Zugehorigkeitsfunktion einer un-
scharfen Teilmenge von IR. Fiir allgemeine Funktionen f(-) folgt nicht zwin-
gend, daf 9(-) auch eine charakterisierende Funktion einer unscharfen Zahl
ist. Fiir stetige Funktionen f(-) gilt folgender

Satz: Ist z* ein unscharfer Vektor mit vektorcharakterisierender Funktion
E(-,...,-)und f(-,...,-) eine stetige, klassische reellwertige Funktion, so ist
die oben beschriebene Funktion ¢(-) eine charakterisierende Funktion im
Sinne von Abschnitt 1 und fiir die a-Schnitte C, (f(_z_*)) gilt:

Ca(f(;g')) = [ min f(z), max )f(z)} Vo oaec (0,1

z€Ca(z") zeCalz”

Den Beweis findet man in [4].

Beispiel: Die charakterisierende Funktion des Quadrates einer unscharfen
Zahl ist in Abbildung 4 dargestellt. Der obere Teil der Abbildung zeigt die
charakterisierende Funktion der unscharfen Zahl, der untere Teil die charak-
terisierende Funktion ihres Quadrates.
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Abbildung 4: Quadrat y" = (z7)? einer unscharfen Zahlz
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5 Addition unscharfer Zahlen

Um unscharfe Zahlen z* und y* zu addieren kann man das Fortsetzungsprin-
zip heranziehen. Die verallgemeinerte Addition z* @ y* liefert als Resultat
eine unscharfe Zahl z* = z* & y*, deren charaktcrisierende Funktion folgen-
dermaflen gefunden werden kann: Um das Fortsetzungsprinzip anwenden zu
konnen, miissen die unscharfen Zahlen z* und y* zuerst zu einem unscharfen
Vektor z* = (z,y)" kombiniert werden. Die vektorcharakterisierende Funkti-
on &(-,-) des unscharfen Vektors z* erhilt man aus den charakterisierenden
Funktionen &;(-) von z* und &/(-) von y* durch folgende Kombination:

£(z,y) = min {£,(z),6(y)} ¥ (2,9) € R?

In Abbildung 5 ist die Kombination zweier unscharfer Zahlen zu einem un-
scharfen Vektor durch die charakterisierenden Funktionen und die erzeugte
vektorcharakterisierende Funktion dargestellt. :

Abbildung 5: Kombination zweier unscharfer Zahlen
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Mit Hilfe der vektorcharakterisierenden Funktion von z* kann durch die An-
wendung des Fortsetzungsprinzips die charakterisierende Funktion ((-) der
unscharfen Summe z* & y* ermittelt werden:

0 sonst

) :={sup{£(z,y): sty=z) falls 3(z,y): s+y=: }

Bemerkung: Es 148t sich zeigen, da8 die so entstandene Funktion alle Ei-
genschaften einer charakterisierenden Funktion hat. Die Erweiterung ande-
rer algebraischer Operationen fiir den Fall unscharfer Zahlen ist mit Hilfe
des unscharfen kombinierten Vektors und des Fortsetzungsprinzips moglich.
Eine konkrete Fragestellung zu dieser Aufgabe ist die Ermittlung der Fléache
eines Rechteckes, dessen Seitenldngen unscharf sind.

6 Zur statistischen Analyse unscharfer Daten

Auch Beobachtungen von kontinuierlichen stochastischen GrofSen X, wie bei-
spielsweise Lebensdauern, sind meist unscharf (nicht zu verwechseln mit Feh-
lern). Daher ist die Adaption statistischer Methoden fiir den Fall unscharfer
Daten notwendig.

6.1 Beschreibende Statistik

Bereits in der beschreibenden Statistik, z. B. bei Histogrammen, ist die
Unschirfe von Daten zu beriicksichtigen, sollen nicht unrealistische Resul-
tate entstehen.

Fiir unscharfe Beobachtungen kann unter Umstanden nicht entschieden wer-
den, in welcher Klasse K eines zu berechnenden Histogrammes eine solche
unscharfe Beobachtung liegt. Aus diesem Grunde wird die Héhe eines Hi-
stogrammbalkens eine unscharfe Zahl hj, deren charakterisierende Funktion
aus den charakterisierenden Funktionen der Beobachtungen ermittelt wird.
Grafisch dargestellt erhalt man sogenannte Fuzzy Histogramme. Ein Beispiel
ist in Abbildung 6 dargestellt.

Die Rénder der schraffierten Bereiche der Histogrammhéhen entsprechen der
Anzahl jener Beobachtungen, die sicher in der jeweiligen Klasse K liegen.
bzw. der Anzahl jener Beobachtungen, die nicht sicher aufierhalb von K;
liegen. Zur genauen Bestimmung der charakterisierenden Funktion der un-
scharfen Hohen vgl. die Arbeit [3].
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Abbildung 6: Fuzzy Histogramm
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6.2 Schlieflende Statistik

Eine der wichtigsten Aufgaben der schlieflenden Statistik ist die Schitzung
von Parametern 6 in stochastischen Modellen X ~ Wj, 8 € ©.

Betrachtet man die Schiatzung des Erwartungswertes IEX einer eindimen-
sionalen stochastischen Grofle X auf Grundlage einer konkreten Stichprobe
Ti,+,Tn SO ist die im statistischen Sinn beste Schétzung fiir [EX das soge-
nannte Stichprobenmittel

_ T+t Ty
Ty = ——————.
n

Allgemein sind Schitzungen Funktionen ¥(zy,---,z,) von Stichproben.
Im Fall unscharfer Stichproben in Form von unscharfen Zahlen z},---, 7
kann man adaptierte unscharfe Schiatzwerte folgendermafien erhalten. Zuerst
miissen die unscharfen Zahlen z7, - - -, z}, zu einem unscharfen n-dimensionalen
Vektor z* kombiniert werden. Die vektorcharakterisierende Funktion &(-,- - -, )
von z* erhdlt man aus den n charakterisierenden Funktionen & (-), -, £,(")
der zj, - -, z} folgendermafen:

f(xlw'”rl‘n)Zmin{fl(xl)l"'!fn(xﬂ)} v (I[,"',l‘n)ERn
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Diese vektorcharakterisierende Funktion ermdglicht die Konstruktion eines
unscharfen Schatzwertes mit Hilfe des Fortsetzungsprinzips. Man erhalt die
charakterisierende Funktion 1(-) der unscharfen Schitzung 9(z3, - - -, z;) auf
Grundlage der unscharfen Beobachtungen (Daten) z7,---,z} folgenderma-
Ben: Unter Verwendung der Vektorschreibweise £ = (z1,---,2,) € R" gilt

b(z) = { sup {05(_2_) 9(z) = z} falls dz: 9(z) =z } vz R

sonst

An Stelle eines exakten Schitzwertes § € © fiir einen Parameter 8, bei theo-

retisch exakten Daten erhélt man bei unscharfen Daten z7,- - -, z}, einen un-
scharfen Schitzwert * = 9(z%,- - -, z}), dessen charakterisierende Funktion
() ist.

Ein Beispiel fiir unscharfe Daten ist in Abbildung 7 dargestellt. Die cha-
rakterisierende Funktion des zugehérigen unscharfen Schitzwertes fiir den
Erwartungswert § = IEX ist in Abbildung 8 wiedergegeben.

Abbildung 7: Charakterisierende Funktionen unscharfer Daten
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Abbildung 8: Charakterisierende Funktion der unscharfen Schdtzung
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Bemerkung: Es gibt Verallgemeinerungen verschiedener statistischer Ver-
fahren auf den realistischen Fall unscharfer Daten. Anséitze dazu findet man
in dem deutschsprachigen Buch (5] und ausfiihrliche Verfahren in der Mono-
grafie [4].

.
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